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ASPECTS DE LA SCIENCE MATHEMATIQUE
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Introduction a I'évaluation
d’actifs financiers

L lutroduction

Les mathémaligues Bnanciéres s imserivent au sein des mithématiques & mtersection des mathématiigues
appliquéss of de 1'éeonomic. Par wa thise intitulée "Théone de la spéculation™ en 10K, Lovis Rachelior oat
consiléré comme ke fopdateur des mathématiques appliguées aux marchés, Dopuis, les mothématiques
financires ont €6 wlilisdes pour réwodddre de nombrous problémed dconomiques comme par cxemple
I"évaluation de prix de cortains objets financiers o le caleul de ke sensibilités {variation de ees prx par
mapport 4 ¢ertams parametres ), les probléme de maximisation J'wlilites 3 agemis fimanciers, ou eneong poar
la resolution des problemes wsus de fa théone des contrats ou un agent principal cherche I remundration
optimale d" e ervployve.

La théoriec mathématique powr I"évaluatim de certains produits financicns il développée an 1973 par Robert
Wlertan, eitand les travaus de Fischer Black ot Mlyron Seholes, Dans cot srticle. nous nos Tocaliserons sur un
probleme introductif & I'évaluation d'objets financien appelés oplions cumpéennes, que nows décrvons ci-
desanus,

Considérons en un instand 10 un agent inancier soubhaiton] scheter i un instan) futoe, disens U= 1 ane aclion
d'unc sociéte au prix de 3. Actucllement, |"ation voulie vaul 506 sur le marehe, mals est aujetic 3 des
Huctuations, Le prec an =1 de cotie action dant incertain en =0, Magent financier vieul se couvrir contre ung
lausse rop fore de celle aclion on souserivanl & un contenl Toi pernetiant, 271 le décide en 01, de Pacheter
atl prix de $0€ fixé 4 Povance auprés d'un vendeur, Ce type de contral ¢31 appelé une option curopéenng
dachatl ou encore curopean call. Ainsi, en &change 'une cortame somme dargenl. nommie prime,
correspondant au prix u contrat, lo vendeur s'engage i vendre 3 acheteur une action au prix de 50 quel
e soil la valeur de 1'action en =1, L acheleur guant & lui 3 L posaibalile, of non obHgation, d'exercer som
option. Plus précisement, deux situntions sont attendues en =1 shoulissant 3 des pains différants poiir
I"achetour @ powr le vendeur.

*  Si le prix de "action o1 supéricur & 306 en 1= 1, par exemple 60F, 1"achetewr va exercor son option of
pcheter Poction auprés du vendewr au pricc de 506 aw liew de 608 sor le marehé. Loption rapporte

1 1 g ¢ Feryorwsominst ho CHEES N 740 - £TE 3776
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alowrs +10€ & Fachetenr. Le vendeur lal subit une perte de 108 prisqu©il la revend 306 i Pachetour au
lict de 606 sur le marche. Schamaliguement -

Gain total acheteur © 10 = prix du contral. Gain tolal vendeur © ¢ prix du contrat = 106,

* Sile prix de Voction ot infericur & 506 en 101, par exéemple 406, achelour va abandonner son
option cb acheter action sur le marche i 4K au licu do 306 auprds du vendeur, 1 schstour ne perd
que la prime versée au vendeour du contral. Le vendeur ne subil avcunc perte puisque oplion a <
ahandonnde of a pagné au total b prime du contrat. Schématiguement

Crain total schetenr - - prix du contrat. Gain tofal vendeur =+ iz du contral

Ainst, Uscheteur et le vendewr semblent jouer I'un contre Tantre © acheteur spéeule sur e hausse de
Pactien, unc situatton qui bl scra alem favorable on exergant son option, e vendeur specule guant & lal sur
une haisse de 'option. Le but d'un 1l probléme est de délerminer on r"u; juste de Uoption, 3 1a fods pour
"achetour ef le vindeur. Ce tvpe de probléme eot appefé probleme d ‘evaluation d'options curopéemes.

2. Le modile binomial ef le prix attendu.
Afin de répomdre au probléme d'&alustion d'options curopdennes présenté dans introduction, pous
considérons lo modéle suivant, introduit par Cox, Ress o Rubinstoin en 1979, Supposens que le marche
financier soil compisé de deux types o actifs |
*  LUln actil sans resque, dont le rendement et certain of conmu, par exemple 196 Plus conerétement,
100€ placé en t-0 vaut 101€ en t~ 1. C'e phénoméne déernvant une valeor temporelle de "argent est
appelé actualisation. Ainsi. In valeur sctualisée 3 une quantité x dargont ot la quantite d'arpent en
=0 prermettant 3 obtenrxen =1 au s 196,

Muthémntiquement, la valeur adunlisfe de x et donc IHE L

101
= Un netif risqué, dont le prix en t=1 est incertun, Par exeniple e =0, 'actaf risqué vaut S0€ et peut
valoar 60€ on 40€ en 1=l chacme de ces valetrs avee probabilite 502s

La Fipure | représente slors e modéle considénd of les pains mssocies & 1'adielewr de Poption auropéenne
dhpdige dans chagque confipuratbon, o e probabiliiés que e prs de Pactil riscpid mionte ou descenide sunl

CONEnLES,
I'=Q i Gam rrlatdf oo vl oo f o= ] Frobebiine
*-U-IIIE # e Mk
Aictdl cimijuih Lo
" e st
Artal s e VEEHE e I E LewTs

Figuire 1 ; Arbre ' évplution des prix des actifs,
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De mumitre nswurelle, le pain espéré par Uacheleur est alors 10 =<30%+0x50%=5€ wm
5:{%4&5& s ncwialislin. Afin:d"bienie un gl jiiste &'option, on s'liend done 8 iR A

voir le vendeur proposer cethe option mu prix de 4 93¢

Hous allons madntenant monirer que le prix « nomrel » de 495 précédonwment obtenu n'est pag un prix
d"équilibre, Plos précistment, on considire la strulérie suvanle poor UVadieteor de Poption en supposmt
qu'un vendeur i propose cette méme eption o prix 4 95

Stralépie = t=1 t=]
it I'nction monte s I'nition descend
Achit dune option ~195€ +10€ 0E
VeeMUSTEWE) L gactifsor  +25€ | -=x60=—30€ | —=xd0=-20€
Investissement duns L
I"nctif sams nsque -2005€ 400 '{E ~20.25€ +20.25 €
Cinin tofal 25—-4.95-20.05=0€ 10-30+2025=0€ 2042025>0€

Adpsi, sms prendre de risque, |"schelcur o @il on gain sirictement positid doss tooted les configurations
posiibles en 1=1. Le prix esl done smis-gvalué dans ce vas Dans ces conditions, guel £2 le prix le plus
dugiilibee poarr un tel contrat 7

3. L prix dit d'absence o opportunite d”acbitrage

La stratégic de |"acheteur prosentée dans la section précddente el un cas Iypigque & 'arbiimage, Celte notion
fmancione est primordiale pour lo caleul du pric juste d'un ohjot fmancier. délin comme le prix tel que ni be
vendenr, ni lachiteur ne peut faire un gain positif a coup sir. Plus précisément on a la definition sunvante
Difinition, e swratceie de portgfendle fommde d'un prix de contreer er o e guanrae o et s
pesddite aar dite d oppaortunité o arbitroge 51

Bt D valeir di partefeuille eit O F
= Ene =l don towtes les confligurations pessibles, Ja valewr de portefenille oxt positive et elle o5t

atrictemmd positive dns o I w ciL

20+ 1 Mg Ferporrsnint da CHES N 8 - £78 2076
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Suppacons gue le prix du contiat soit de pl% =5.2€ | Levendeur crdealors Lt stralégic snivanis
Slralémic =0 =1 =1
i Vieclion monie s Paction decend
Venle dunc aption t51€ -Ee o€
Vente de actil ! 1 1ib1
Achat dactifs | . i b
Fiaquéd -3 dactif soit —25€ -rvz—xﬁn—i-aﬂﬂ +5an_+1“€
Gam lotal 52 +198=25=( € = =20 +30 =0 & =24 =€

Ainsi. en vendant Coption au prog 5.2 € en 1208, ke vendeor repligue parfaitontent ses pains ent- L
A2 Prix de non-arbitrage,
Suppesons alors que la prix de Poption nolé p esl striclement supéricur & 5.2 € Le vendour crée aloss |a

stralégic sumvante
Stralcgie 0 =1 =1
L _ s I"action monig st laction descend
Vente dunc tpE -1 € 0€
oatinn
Vente de Mactil’ 1kl 141 :
sams risque P25 p € ~(25-plxTm>-20€ ~{25-plx 5> -20E
Achat d'actifs 1 AN I I
JE— by Factif soil rixﬁﬂ-t-ﬂui E-Exquzmui
-25€
Cramn total 0& = (1 =&

Le vendeur erdée ainsi un arbitrage. [nversement, wi ke prix poest strictement infénear i 526 @ reprenant la
stratépis de la Section L 1 achelour aréc un arbitrage. Le prix "absence d arbitage est dine p=52€

A3 Mgt Paporswment t CES I 6 - £TE 2016 9 01
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3.3 Prohabilité risque nentre.
En mprenant Vexemmle de la Section 2, on consydare mamntenant [ acbrs flethl anvsnt

i = Py Ciarm rebnt il mo call-on £ ]

_PH'E vl
B
Achif cisgui 506
R
g
e e
Ta -8

At sans Fague 1M == 101E

Figuee 2 Arbre fietif d'dvolition des priv deg setifs

Tians cette stustzon; on rernerque qu'en moyeanne 'achf nisqud waut (525 <60 +0475 <40 =505€
Son pendement et alons exactement Je rendement de I'schif sansrisque, soit 195 La probabilitd mirodurts 1o
et appelée probabilite nsque nestrs, et gous cotte probabilid, Jo prec espénd a2 exactement 18 priv de non-
arbitrage du contral. Auns, le priz dé nosearkutrage est donnd par 1a formule sumants

Prix de nonarbitrage =(10 :«aﬂﬂﬂaj 1€

Drans b section précédents, ious avens post le parsdigme de b modéhisation d'on priz d'un acif financier
dans o caz diserat: Hous allons mambenzsnt - faire: | hyp othése que Vagent financier pat faire des opérations
continfiment et nmpmch.m!tmem_ Aanst, o divons modéliser | deoluticn du prix d'un 2dal a9 ecurs.da
bernps suruse péricde donnde Ui cutil fondamentsl poadr celle dtude et le moavement brownien, sgaiemnent
appeld procecsus de Wiener, obsery pour [a premidre fois par Eohert Brown, putd shidié par fa suite par de
momnbrewns soientifiques dvm:ut entrs mufres, Touts Bacheler pour ses modéles mathématiques sppliguézi la
finance, mait susa Aloet Eimsterm, Kivoshi o, Faul Langevin, Paul Lévy, Norbart Waener, Mare Yor Mous
alicns donner dans ceits parlie une constmiction sthiple du frgavement brownien - partir dtuns rharche
abeatours
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Eeprenons ln Figure 2 o dtendons le modile § plusterrs péniedes. Ent =1, 'actif meate avec probabilits
0% ou descend avec probabiihtd 5024, Répdtons: cﬁmﬁu{uﬂmmtathnua riend-de Uorbre Bt Te
phénoméne modélise alors wne marche aléateire ssotrope partant de 50€ e t=0 La Figume T reprézente trois
Iajectomres possibles £ une marche atéstamne de tattle 20 1550e de S0E

Figuse 3 : Trois trajeetoings possibles d'une marche aléatine de taille 20 issue de 50,

Imaminons mainternt gue 'ugent finmcier sophaite effectuer des opérations entre =40 et 1=1. 1"idée est de
contracter une marche abéatoire de mille wosur un intervalle ples petit e (0.1] Adnsi; en renormabisant
conveniblement une marche abistorme de tille n et en Felsang tendre | tible de cete marche vers Vinfini, le
processus limite obienu corméspond cxaetenichl su mouvement brownien. Ce résultnt est conng sous e nom
de théoréme de Donsker {19310, La Figure 4 illustre ce procédé pour m=10, 10, 100, 10000,
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LIt E il

| |

LT

1

L] l:;-'l I-Il I'-';'l lrl l]‘l ] Illl'l e I-II'I a1 E'Iﬂ l;l- “I-l- IIT l-:'l l.l it n li‘l ;
Flgure 4 | Convergence de murches abdatoires vers une trajeclikre du miuvement brownken,

L mouvenicit brownien o un objet essentiel en lnance puisqu'il permet de modéliser de fisgon continue le

hasard et permiet ainsi de repecsenter contindiment le prix dun actif financier e done de ealeuler le prix de
non=arnrage doptions.
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LES CAHIERS DE L'ASSOCIATION

Hayonnement du CNRS - Association des anclens el amis du CNAS (3A)
(Rebgier paar fa bol chu 17 Julllet 1901)
Vous potver adléner, sofl en vous conneotant sur le site infermet © wasw rayonmsmentiims.com
solt en emoyant b bulletin cl-dessous rempli au secritariat de |'Association,
Dans bes det cs, le chigue doit &re envoyd par courrier posta,
DEMABNLUE D" ALDHESION
A REMPLIR EN CAPITALES
NOM (M. Mme, Medls) :
PRENGM
DATE DE NAISSANCE :
ADRESSE PERSONMNELLE :
= Foe etfou Mobils (1) ¢
" Courrlel ;

Jesuis redralié(e) 0 Jexerce une activitd professionnelie

+ Agent ou-ancian agent du CHRS, de |'Enselgnement supérisur ou d'un arganisme an rekation avec 2 CNRS.
+ Detachiie), misie) & disposition en entreprise, ministére, EPST, EPIC, collectivités taritoriales, locales, ., en
France ou a I'étranger. ||

* IntdresséfE) par les développements scientifigues et techniques, en parficulier par ceux condutts par ks CHRS.

Diemifre atfectation ; lebomtoire, sdminkhation oo sendee

EIE LA WO O ALHERER A L A0 of DO BN T LU E S

plesaly e b= el bl by T "B
ASSOCTATTON DES AMCIERS ET AMIS DI CHHS: «

el Liind thise

Memiie individuel - 25 Fuos (cotisation annueds)
Membee bienfaiteur + 50 Eurces (minimam| | feotisation anmaia)
Parsannes morales + 90 Euros. (minlrmasm) (cotisation Annuedk)

Cl-jolint chéque | &tabli 4 'ordee de «Rayonnement du CNRSs
TR e A o O L g Ll itk o O

Les informations. nominarlives recoeillies par I'mlesmédialie de e formulaire font Nobjet dun fradtemeant infor-
mtisét, Conformément & fa lol <informatioue et berkés (articke 34) du 6 fanvies 1978, vous disposez d'un dioit
ti'aceds of de rectilication des données vous concermanl.

Tewrte nowrvele adhésion faite du 07707 au 30409 est velable pour Fannee en cours, Tovle nouvelle adhesion
faite o 10 ag 30012 st valale pour Nannés sulanie.

Hilelin & rEyymis s esraiil e | Axacation
Pascale ZANERON| A3 CNRS
AAYONNEMENT DU CHAS Aszociation des anciens at amis du CHARS
CNRS Meudon-Bellevus - 1 Place Aristide Briand 92190 Meodon

Tel 1 01.45.07 57,77 ou 57,78 - coumiel : amis-cnrsEoms-dicir

il Maginiine ¢ Phrpormermiarn Ou CHITS N 66 - 218 006 1
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LES CAHIERS DE L"ASSOCIATION

Rayonnement du CNRAS - Association des anciens el amis du CNRS (A3)
{réghe par fa lof du 17 Juillet 1901)
Viours poives compléter volre propre fiche en vous connectant sur b2 site © wewomyotinementducnrs com

NFORNVATIONS COMPLEMENTAIRES AL BULLETIN D' ADHESIDN

W* D'ADHERENT ;

NATIONALITE (facuftatif -

Dot @ (Ch, Bch, IT, Indostrial, aulre @ précesr)) -

o ;

i o et - Vigites L Conférences O Voyages O Animations scignlifiques 3

Wlitiicd o Inclirumsr bess wollvinSs Alismules wias satfinlities appoite avdinbiielermeeil sl oolilxmbon

O Actions en régions

i Actions pédagogiques oe sensibifsation A la scence joemdes de [a scence — lyoées — coléges - grand public, )
(3 Communcation

i Consérences

[ Gestion financie ou comptable
(2 informatiquee. sie infemst, PAO
11 Palations avec [nduste

1 Ravug

i Secretanat

3 Vistes

(< Autres (3 préciser)

(3 Clubs & V'étrangear (3 précleer)

Les informations nomisafinves recireslies par |'mermadiane de ce formufaine fort [obiet d'un raitement informatisa.
Conformément & & kot « informaique et iberté i= (arbcle 34) du 6 janvier 1978, wous disposes d'un droit d'acces ef de
reciification das données vous concamant

Huodleli b remsoyen s Sedestorii oo hssociafion

Pascale ZANEBOM A3 CNRS
Rayonnement du CNRS - Agsocation des ancens et amis du CNRS
CHRS Meudon-Belevue - 1, Place Anstide Briand 92190 Meudon
Tel. - 01.45,07 57.77 ou 57.78 - couwrel | amis-cors@enre-dindr

7 ) Mg | Venprrmminl o CHEISN® 78 - £7E 2076
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L'’Association des Anciens et Amis du CNRS (A3)

Président d'honnour : Edmeond Liske
Conseil 4 administrtion

Wambrs de droit - Alsn Fucha, Prisidert du CNRS.

Wamibves dius - Aogst Azvia, Frangoise Balestié, Fabrics Boaardl, Jean-Paul Caressa, Danis! Chiamay, Efisabeth Giacobing, Alain Foooaut,
Lillane Gamichen. Mare Goujon, Lyakana Huvé-Teaier Ane Jouve, Jesn-Claude Litmana, Wrnique Machelon, Claudius Mastray,
Barnard Mausnier, Dansia Olhie, Miche! Pa, Philiope Pingand, Jann-Piarre Adgnault, Patiick Sauboat, Shahira Shafle, Durminique Simon.

Mambre xtirinue - Zian Wenling, vics-présitent e I Acadiérmie des scisnces 44 Chine
Bureau

Président : Michel Petd

Vice-pirésident | mmw
Vico-président adjpint (N,
Secoitaire gindale | Lysiane Hiys-Teder
Secritaire géndrale adjointe : Frangoise Babed
'nﬁwhl Airna Soies

Chargifels dactivités

Site nternal A3 : hitp:/ e Bciens-amis-cnss com, Webmestts | Philipps Pingand
Commmmication / Relalions aved ka presse - Domingue Simon

Pelits déjourers da & stience of de Nirmovation | Marc Goajon

Retations ivec Findisirie | Rager Aznn, Jeen-Clauge Stachon, M Goufon, Hoger Martn {PACH) Al Mersand (rand Ouest)
Voyages : Annich Paiiat f Solangs Dupont

Corsediire pour des voyages aupris de ka Présidence © Shahira Stilis

— salosiil
-ﬂ:uﬂlrphﬂ Cruistiane Bourguignon « Aeacs : Lothales Zilliox, Juan-Plerre Schwanb « Aguitaio : Hlmtm
fontagnn of Pays-do-Loine : Patrick Saubost » Centro-Fai ; Bernand Maudinas » Conbe-Foitiers : Serge Sapin

-unm-ml.nh Pandl Gille @ Jen-Phormo Rognault » oo fue | Frangoks Rocea
# fle-the- Fration 1 Dominique Bathtaud, Solange Lassalle, Vironiquae Machetion = |angusinc: Assiilon : mﬂlmll

« | Imousn-furvorgna : Bernard Michel » fyine : Bermard B « Mid|- Pyrindes : Lillane Goerichon
& Mol M- o Gl o0t Prcasilin mmmnﬂummm-wwm Juan-Puul Canessu.

Mambres O’ honmeor

ngmﬂ'wmnﬁw ﬁnﬂppmnm Elur.:hg Cléopatrs el Guindy - Sarge Fansulle -
Mbert Fert, médallie d'Or du CNRS, prix Nobst - Andrew Hamilton, Président de |'Unfverst de New-York- e

Nicole La Dovarin, midaila "0 du CNAS + Jen-Marfe Lahn, médsBs &0 du CNRS, pric Nobal - Henry da Lutriey - Botnnsd Médnis -
Aunolt Migus - Presie Pagon - Jean-Jicques Payan - Jean Tisole, nddailie d'Or du CNAS, prix Mobel - Chaes Townes, prix Nobel,

Riyonnamient du CNRS a Agalament ey | honneut de compter parmi sux Jes grands scintfiques suivants, aujouid hul disparis -
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